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Abstrak 
Penelitian ini bertujuan untuk mendapatkan lokasi titik-titik bifurkasi dari model transmisi 
penyakit menular. Titik bifurkasi ditentukan melalui pengamatan terhadap nilai eigen dari 
matriks Jacobi J(x)  di sekitar titik-titik kritis. Nilai – nilai eigen tersebut berkaitan digunakan 
untuk menentukan tipe kestabilan sistem di sekitar titik kritis. Lokasi titik bifurkasi ditentukan 
pada suatu bidang parameter yaitu tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi oleh 
penyakit menular. Hasil penelitian menunjukkan bahwa lokasi titik-titik tersebut berada pada 
suatu kurva parameter sedemikian hingga selisih antara tingkat kematian populasi yang tidak 
terinfeksi dan tingkat kematian populasi yang terinfeksi bernilai kecil maka sistem hanya 
memiliki satu buah titik bifurkasi, sedangkan jika selisih nilai tersebut besar maka sistem 
memiliki dua titik bifurkasi.  
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I. Pendahuluan 
Model transmisi penyakit menularpada suatu populasi secara umum telah dikemukakan oleh 
Hadeler dan Castillo Chavez (1995). Dalam model tersebut beberapa asumsi telah diambil yakni 
ukuran populasi dianggap konstan, tingkat kelahiran populasi yang tidak terinfeksi sama dengan 
tingkat kelahiran populasi yang terinfeksi, tingkat kelahiran populasi yang tidak terinfeksi sama 
dengan tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi dan tingkat kematian populasi yang tidak 
terinfeksi tidak sama dengan tingkat kematian populasi yang terinfeksi. Asumsi terahir ini selanjutnya 
dalam Rini, E.S (2010) diubah menjadi tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi tidak sama 
dengan tingkat kematian populasi yang terinfeksi. Dalam penelitian tersebut dikaji kestabilan dari titik 
kritis model transmisi penyakit.  
Daerah kestabilan titik kritis dari model tersebut dalam Mahmudah, A (2010)  dapat 
ditentukan melalui kurva  parameter yang menggambarkan dinamika kestabilan titik kritis model 
tersebut relatif terhadap perubahan tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi. Perilaku model 
yang diamati pada daerah kestabilan tersebut menunjukkan adanya perubahan perilaku titik kritis. 
Hal ini dapat teramati dari adanya perubahan jenis kestabilan titik kritis model tersebut. Perubahan 
jenis kestabilan titik kritis mengindikasikan adanya titik-titik bifurkasi, yaitu nilai-nilai parameter  yang 
menandai terjadinya perubahan perilaku titik kritis. Titik- titik bifurkasi tersebut sangat penting untuk 
diidentifikasi mengingat pada posisi tersebut model transmisi penyakit menular akan mengalami 
perubahan perilaku. 
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II. Metode Penelitian 
Penelitian ini menggunakan kajian kualitatif sebagai metode pengamatan terhadap perilaku 
sistem dengan prosedur penelitian sebagai berikut : 
1. Menentukan persamaan pembangun sebagai model matematika masalah transmisi penyakit 
menular. 
2. Menentukan titik kritis dan kestabilan sistem di sekitar titik kritis. 
3. Mencari diagram bifurkasi dari titik kritis untuk suatu parameter yang diobservasi. 
4. Menentukan tipe kestabilan dari titik kritis 
5. Melakukan simulasi 
III. Pembahasan 
III.1 Model Matematika  
Misalkan P(t) mewakili banyaknya individu pada suatu populasi pada waktu t  yang terbagi 
atas dua kelompok, yaitu C(t) yang menyatakan banyaknya individu yang memiliki tingkat aktifitas 
tinggi dan berperan langsung dalam penularan suatu  penyakit dan A(t) adalah kelompok non-inti. 
Selanjutnya kelompok inti terbagi atas S(t), V(t) dan I(t) yang secara berturut-turut menyatakan 
banyaknya indivudu pada kelompok rentan / Suspectible, banyaknya indivudu pada kelompok 
tervaksinasi/ Vacinated dan banyaknya indivudu pada kelompok terinfeksi/ Invected.Apabila 
kelompok non-inti tidak berperan secara langsung pada transmisi penyakit dan fungsi recruitment ke 
dalam kelompok inti diasumsikan sebagai perkalian antara tingkat kematian populasi yang terinfeksi 
dan banyaknya individu dalam kelompok inti yang bernilai konstan maka persamaan pembangun 
yang mewakili masalah transmisi penyakit menular pada kelompok inti dari populasi yang diamati, 
menurut Hadeler dan Castilo Chavez (1995), dapat dinyatakan dalam sistem persamaan diferensial 
biasa berikut : 
        (1) 
     (2) 
                       (3) 
diman  adalah tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi,  adalah tingkat 
kematian populasi yang terinveksi,  adalah tingkat pemulihan,  adalah tingkat vaksinasi 
yaitu tingkat transmisi langsung individu dari sub kelompok rentan ke sub kelompok tervaksinasi, 
 adalah tingkat transmisi penyakit menular dari sub kelompok terinfeksi ke sub kelompok 
rentan,  adalah tingkat transmisi penyakit menular dari sub +Pengambilan asumsi 
bahwatingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi tidak sama dengan tingkat kematian populasi 
yang terinfeksi memungkinkan kita untuk menyatakan tingkat kematian populasi yang terinveksi 
sebagai  =  sehingga persamaan (3) dapat dinyatakan sebagai berikut : 
     (4) 
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dimana  adalah parameter yang merupakan ukuran kedekatan tingkat kematian populasi 
yang terinfeksi dan tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi. Dengan demikian model transmisi 
penyakit menular merupakan sistem persamaan diferensial yang dibangun oleh persamaan (1), (2) 
dan (4). 
III.2 Titik Kritis dan Kestabilan di Sekitar Titik Kritis 
Analisis terhadap kondisi yang memungkinkan suatu individu dan populasi terinfeksi oleh 
penyakit menular pada saat  sangat penting untuk dikaji. Kondisi ini dapat dianalisa dengan 
menentukan titik kritis dari pertumbuhan individu kelompok rentan dan kelompok terinveksi. Titik 
kritis tersebut diperoleh pada saat masing-masing persamaan pembangun dari model transmisi 
penyakit menular mencapai zero growth rate. Hal ini memberikan tiga buah titik kritis 
 ,  dimana   dan  akar 
dengan tanda akar determinan yang positif dari persamaan berikut : 
 + 2 + =0   (5) 
dan  dimana  dan  akar dengan tanda 
akar determinan yang negatif  dari persamaan (5). 
Kestabilan di sekitar titik kritis diamati dengan melakukan pertubasi disekitarnya sedemikian 
hingga pengamatan dilakukan melalui matriks Jacobi J(x) sebagai linearisasi dari sistem. Mengingat 
ketiga titik kritis  dan bukanlah titik  (0,0,0) maka perlu dilakukan transformasi sistem 
koordinat sedemikian hingga ketiga titik tersebut merupakan titik (0,0,0) dalam sistem koordinat hasil 
transformasi. 
III.3 Penentuan Tipe Kestabilan  
Pengamatan terhadap kestabilan sistem di sekitar titik kritis diamati melalui nilai eigen λdari 
matriks Jacobi J(x) sebagai berikut : 
1. Nilai eigen real  : 
a. Kedua nilai eigen positif, , , menghasilkan trayektori simpul tak stabill (unstable node) 
b. Nilai eigen satu positif dan yang lainnya negatif,  , menghasilkan trayektori titik pelana 
(saddle point)  
c. Kedua nilai eigen negatif,  dan , menghasilkan trayektori simpul stabill (stable node) 
2. Nilai eigen kompeks  : 
a. Bagian real positif,  dan , menghasilkan trayektori spiral tak stabill 
(unstable spiral point) 
b. Bagian real nol,  semua nilai eigen imajiner,  , menghasilkan trayektori 
pusat netral atau stabil netral  (neutral center  atau neutral stable ) 
c. Bagian real negatif,  dan , menghasilkan trayektori spiral stabill (stable 
spiral point) 
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dimana ,  dan r  secara berturut-turut adalah trace, determinan dan bagian real  nilai eigen 
matriks JacobiJ(x). dari sistem . 
III.4 Diagram Bifurkasi 
Perhitungan nilai eigen matriks Jacobi dari model transmisi penyebaran penyakit menular  
untuk titik kritis  memberikan nilai – nilai berikut : 
 dan   (6) 
Persamaan (6) menunjukkan bahwa sistem dapat  memiliki tiga nilai eigen negatif atau dua nilai 
eigen negatif dan satu nilai eigen nol. Dengan demikian penentu kestabilan sistem terletak  pada 
nilai eigen ketiga dan dapat dinyatakan dalam persamaan parameter berikut : 
     (7) 
Perhitungan nilai eigen matriks Jacobi dari model transmisi penyebaran penyakit menular  untuk titik 
kritis  memberikan persamaan  berikut : 
    (8) 
Dimana    , 
   dan 
  
 
  
Perhitungan nilai eigen matriks Jacobi dari model transmisi penyebaran penyakit menular  untuk titik 
kritis  memberikan persamaan  berikut : 
    (9) 
Dimanadimana       
 
  dan 
 
 +  
Dengan mengambil nilai  dan C = 1 dari persamaan (7), (8) dan (9) bisa 
didapatkan irisan ketiga kurva parameter dalam  dan  sebagai berikut : 
 
 
 
 
 
Gambar 1 Diagram Bifurkasi 
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Kurva parameter pada gambar 1 membagi bidang ( menjadi tiga bagian. Kita dapat 
menentuan tipe kestabilan titik-titik kritis untuk masing-masing nilai paramater yang bersesuaian.  
Hal itu dapat dilihat pada tabel berikut : 
Tabel 1. Tipe Kestabilan Titik-Titik Kritis di Bidang Parameter 
Titik kritis 
Tipe Kestabilan 
Di Kurva Di luar Kurva 
 Unstable node Asymptotically stable node 
 Unstable node Unstable node 
Unstable saddle point Unstable saddle point 
 Unstable saddle point Unstable saddle point 
Asymptotically stable node Asymptotically stable node 
Tabel 1 menunjukkan bahwa terdapatperubahan tipe kestabilan dari  titik kritis bila nilai 
parameter  digerakkan. Tipe kestabilan titik kritis tersebut berubah dari asymptoticall stable node 
menjadi unstable node bila melalui kurva parameter. Hal ini mengakibatkan sistem yang semula 
memiliki dua titik kritis asymptotically stable node dan satu titik kritis unstable node akan berubah 
menjadi dua ririk kritis unstable node dan satu titik kritis asymptotically stbale node. Artinya terdapat 
satu titik kritis yang semula asymptotically stable node berubah menjadi unstable node. Perubahan 
tipe kestabilan dari titik kritis tersebut menunjukkannya adanya bifurkasi. Lokasi titik bifurkasi berada 
di sepanjang kurva parameter. 
Perhatikan kembali bahwa parameter  merupakan selisih antara tingkat kematian populasi 
yang tidak terinfeksi dan tingkat kematian populasi yang terinfeksi. Diagram bifurkasi pada gambar 1 
menunjukkan bahwa jika selisih antara tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi dan tingkat 
kematian populasi yang terinfeksi bernilai kecil maka sistem hannya memiliki satu titik bifurkasi saja. 
Bila selisih tersebut bernilai besar maka sistem dapat memiliki dua titik bifurkasi.  
III.5 Simulasi 
Untuk pemilihan nilai-nilai  diperoleh nilai 
eigen matriks Jacobi J(x)  adalah .. Perilaku sistem di sekitar titik kritis  dapat diamati 
melalui bidang phase berikut. : 
 
 
 
 
 
 
 
(X,Y)                                        (X,I)                                      (Y,I) 
Gambar 2. Bidang Phase Titik Kritis  
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Untuk pemilihan nilai-nilai  diperoleh nilai eigen 
matriks Jacobi J(x)  adalah dan 
. Perilaku sistem di sekitar titik kritis  dapat diamati melalui bidang phase berikut. : 
 
 
 
 
 
 
 
 
(X,Y)                                (X,I)                                               (Y,Z) 
Gambar3. Bidang Phase Titik Kritis  
Untuk pemilihan nilai-nilai  dan   diperoleh 
 nilai eigen matriks Jacobi J(x) adalah  dan 
 . Perilaku sistem di sekitar titik kritis  dapat diamati melalui bidang phase berikut. 
: 
 
 
 
 
 
 
(X,Y)                                        (X,I)                                      (Y,Z) 
Gambar4. Bidang Phase Titik Kritis  
III.6 Open Problem 
Penelitian yang mengidentifikasi keberadaan titik-titik bifurkasi dari model transmisi penyakit 
menular ini masih bisa dikembangkan lagi dengan mengkaji jenis-jenis bifurkasi yang bisa muncul. 
Hal ini sangat penting mengingat bifurkasi sangat berkaitan erat dengan perubahan perilaku sistem.. 
IV. Kesimpulan 
Persamaan pembangun sebagai model matematika masalah transmisi penyakit 
menular.merupakan suatu sistem persamaan diferensial orde satu yang menggambarkan interaksi 
antar masing – masing variabel yang dilengkapi dengan parameter  pembangun sistem. Terdapat 
tiga buah titik kritis yang merupakan lokasi dimana sistem berada dalam kondisi statis. Kestabilan 
sistem dimati di sekitar titik kritis melalui pengamatan terhadap nilai eigen matriks linearisasi yang 
mewakili sistem. Dinamika sistem dapat tergambar melalui diagram bifurkasi dari tiap – tiap titik kritis 
untuk suatu parameter yang diobservasi. Hal ini ditunjukkan melaui adanya perubahan tipe 
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kestabilan dari titik kritis bila nilai parameter digerakkan. Pergerakan nilai parameter  yang 
merupakan  tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi menunjukkan bahwa jika selisih antara 
tingkat kematian populasi yang tidak terinfeksi dan tingkat kematian populasi yang terinfeksi bernilai 
kecil maka sistem hannya memiliki satu titik bifurkasi saja. Namun bila selisih tersebut bernilai besar 
maka  sistem dapat memiliki dua titik bifurkasi.  
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